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Théorie du Maser au Rubidium 87
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On effectue le calcul de la puissance de sortie du maser a rubidium 87 en tenant compte des variations
locales du taux de pompage et des termes de la matrice densité associée au probléme. Les résultats
obtenus confirment assez bien les résultats expérimentaux obtenus i ce jour.

The paper describes calculations made on the power output of the rubidium 87 maser, taking into
account local variations of the optical pumping rate and of the density matrix elements associated with
the problem. The results obtained agree well with published experimental data.

Canadian Journal of Physics, 49, 2680 (1971

1. Introduction

Le maser & rubidium (Davidovits 1965) tire son
intérét de sa puissance de sortie relativement
grande. Le schéma donné a la Fig. 1 permet d’en
comprendre le fonctionnement dans les grandes
lignes. Le rubidium & I’état de vapeur saturante
est renfermé dans une cavité électromagnétique.
On peut aussi utiliser un ballon de quartz lui-
méme placé dans la cavité pour simplifier les
questions de vide. Dans le ballon se trouve un gaz
tampon, ordinairement de 1’azote sous une pres-
sion de ’ordre de 10 Torr. Le gaz tampon réduit
la largeur de la raie Doppler et la fréquence des
collisions des atomes de rubidium avec les parois;
il maintient les atomes approximativement au
repos et absorbe les radiations lumineuses réémi-
ses qui diminueraient I’efficacité du pompage op-
tique. La lampe au 83’Rb est filtrée par une
cellule contenant I’isotope 8°Rb. Ce filtre re-
tranche du spectre de la lampe, la raie corre-
spondant aux transitions des états P, ,, et P, au
niveau F = 2 de I’état fondamental. La lumiére
filtrée pénétre dans la cavité et produit des transi-
tions entre le niveau F = 1 et les niveaux P, ,, et
P;,,. Les atomes de rubidium excités dans les
états P, ,, et P,,, relaxent vers les états F = 1 et
F = 2 de I’état fondamental par suite des col-
lisions avec les atomes d’azote. L’asymétrie de la
lumiére émise entraine un déséquilibre de popu-
lation et si les atomes pompés au niveau F = 2
sont en nombre suffisant, on obtient une oscilla-
tion auto-entretenue entre les niveaux F = 2,
Mp=0cet F=1, My =0 a la fréquence de
6.835 GHz.

Dans un article de Vanier (1968) sur le maser
a rubidium, on trouve une théorie permettant de
calculer la puissance fournie par la vapeur de
rubidium; toutefois dans un but de simplification,
I’auteur a supposé que le taux de pompage I' des
atomes de rubidium ainsi que les différents termes
p;; de la matrice densité associée au probléme
étaient constants dans toute la cellule contenant
le rubidium. Tout en conservant les autres hy-
pothéses faites dans ’article précité, nous léve-
rons ces deux derniéres, c’est-a-dire que nous
tiendrons compte des variations de I' et des p;; en
fonction des coordonnées locales. Nous suppose-
rons en outre que les raies d’émission de la lampe
et d’absorption de la vapeur sont des gaussiennes
centrées sur la méme fréquence. Le but des calculs
est de déterminer les variations de I dans la
cellule contenant la vapeur de rubidium ainsi que
la puissance fournie par la vapeur. Toutes les
questions théoriques non abordées ici sont dé-
veloppées dans ’article de Vanier (1968).

I1. Calculs

(1) Mise en équation du probléeme

La cavité de maser renfermant la vapeur étant
cylindrique et de révolution (voir Fig. 1) on
adopie ie sysic¢mie de coordonndes cylindropo-
laires (z, r, ¢). Le probléme ayant une symétrie de
révolution par rapport a I’axe de la cavité (pris
pour axe des ‘‘z”’), ¢ n’intervient pas.

(a) Loi de variation du taux de pompage T’

I" est défini par

[1]  Tr) = fo " Iv, z, ) o(v) dv
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FiG. 1. Schéma simplifié du maser; cavité du maser; systéme de coordonnées utilisé.

vest une fréquence quelconque, I(v, z, r) désigne 1’intensité lumineuse aux points de coordonnées
z, ralafréquencev, le déplacement longitudinal de la lumiére se faisant selon I’axe des z. On admet que
I(v, 0, r) (intensité d’émission de la source) ne dépend pas de r et peut s’écrire

[21 I(v,0,r) = Iy = I €Xp _[X_EA_T;'O)‘/ In 2]2

ol v, est la fréquence centrale de la raie, 2Av,, sa largeur, I, son intensité maximale. o(v) représente
la section droite d’absorption et on admet qu’on peut écrire

3] o(v) = oo exp — [g(V—AEDV—") J In 2]2

Cette raie est supposée deux fois moins large que la raie d’émission et centrée sur la méme fréquence.
Cette hypothése est basée sur des résultats expérimentaux, obtenus & I’aide d’un interférométre du
type Fabry-Pérot (Missout et al. 1971). On admet que l'intensité lumineuse décroit longitudinalement
selon la loi différentielle ci-dessous:

[4] dI(v,z,r) = = I(v, z,1r) o(V}n(z,r)dz

ce qui revient A dire que la décroissance entre les plans zet z + dz est proportionnelle 4 I’intensité au
plan z, 4 la section droite d’absorption, 4 la pénétration dz et au nombre d’atomes absorbants n(z, r)
par unité de volume. On montre (Appendice A) que

, _
51  n(zr)= 51%118— 1 +g . (T +v,B
N 71(— + v, ) (5T + 137,T + 8v,%) + 4B%(2I'* + 9v,T + 8y,?)

2

Y1 et ¥, sont respectivement les taux de décroissance des éléments diagonaux et non-diagonaux de la
matrice densité; n, est le nombre total d’atomes par unité de volume; B est égal & § (o H,/h) ol pg est
le magnéton de Bohr et H, la composante longitudinale du champ magnétique radiofréquence H,.
La variation locale de H, ala forme du produit J, (o, r/R)sin nz/l ol 5, est la 2iéme racine non nulle
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de Ji(x) =0, J, et J, étant les fonctions de Bessel d’ordre O et 1, R le rayon de la cavité, I sa longueur.
11 est commode de mettre B2 sous la forme

[6] B = KBy a0} (r) sin? B

ot (B2} est la valeur moyenne de B2 sur la cavité. La constante K doit alors étre égale 4 2/J,%(c;). On
obtient finalement

2 o . 2 MZ
2 ____“~ _ /p2 2{O>2 2 T2
7 B = Jrivey B> 007 () in
On sait (voir Appendice C) que (B2 est lié A la puissance P fournie par la vapeur par la relation
8nQ My
{8] 4<Bz> = oV.h? Pyies

ol Q, est le coefficient de surtension en charge de la cavité, n son coefficient de remplissage défini par

v H2dV

n= et
fV., Hrfde

V. est le volume de la cavité et @ = 2nfest la pulsation des oscillations du maser. Pour abréger, on
écrit [8] sous la forme

[9] (B*» = K\P
ol
_. 8nQinu,’

[10] K, = 4oV
Ces définitions étant posées, on peut écrire [4] sous la forme

di(v, z, 1) _ ’
[11] T,z —o(Wn(z, r)dz
intégrant en z, on obtient
[12] iz _ f o(n(z, ) dz

IO 0
d’ou
[13] I(v, z, r) = I, exp —f a(v)n(z, r)dz
[V]
En portant dans [1] on obtient

[14] I(z, r) = f Ioo(v)[exp —o(v) f n(z, 1) dz] dv

] o
On montre (Appendice B) que I'(z, r) peut alors se mettre sous la forme
[15] I'(z,r) = I"o<1 + ¥ v,,)

n=1
ol
Io000AvVpy/T

[16] To=T0nN =5 izsm2
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[foz oon(z, 1) dz]"

et

[17] v, = —1

_=n
., /n+125
n: 1.25
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n(z, r) dépend de I' et de B2, B* étant lié & P par I’éq. 8.

(b) Equation du régime auto-entretenu

La puissance libérée dans la couronne élémentaire 2nr dr dz comprise entre les plans z + dz et z,

et entre les cylindres r et r + dr, est donnée par

T2
hvng2nr dr dz 4K, P — 35/ sin? ™ Pz, AT)
[18] dZP = JO (0-2)
Jo? %2,
LI ) + 12] + 8K P —3 ot sin? ZZ [1 — Tz, B(D)]
Jo (o))

Cette équation se dérive comme la formule [18] de I’article de Vanier (1968). A(T') et B(I') sont donnés,

d’aprés les formules [19] et [20] de cet article par

_ YT + 1)
[19] AD) = 5r7 137, T + 87,2
. 3T+ 4y,
[20] B(I) = 552 13y,T + 87,2
Comme

1 R
P=f f d2p
0 [4]

P doit satisfaire a

[21] 1 = 81[th1 Ng

JO"(G—RZ r) sinZ 1‘15 I(z, NAD)r dr dz

NN

(2) Résolution

Pour résoudre [21], il faut connaitre I'(z, r). Or
I'(z, r) dépend de P par I'intermédiaire de n(z, r).
On pratique donc comme suit: on se donne Iy,
(ou ce qui revient au méme I,,) et on démarre
avec P = 0. On détermine alors I'(z, r) d’aprés
[151. Pour ce faire, supposons connu I'(z, ). Pour
calculer I'(z + dz, r), on évalue le 2i¢éme membre
de [13] en supposant que I'(z + dz, r) = I'(z, r).
En procédant par itération, on obtient I'(z + dz,
r) avec la précision voulue. Comme on connait
I'(0, r) = Ty, on peut de proche en proche déter-
miner ['(z, r) pour tout z. Il faut alors résoudre
[21], ce qui conduit 4 une valeur de P. On recal-
culealors I'(z, r) en utilisant cette valeur de P et on

o7

Y1 JoX(0)[30(z, 1) + 121 + 8K1PJ02<% ") SinznTz {1 - I'(z, ) B(')]

itére. En pratique on obtient des résultats satis-
faisants aprés 3 ou 4 itérations; la méthode a été
comparée avec la solution analytique qu’on peut
obtenir dans certains cas particuliers et la diver-
gence était de I’ordre de 10™* en valeur relative.

Le calcul a été effectué avec les valeurs numéri-
ques snivantes représentant de prés la situation

expérimentale.
®=2r x 6.8 x 10°rad/s,/ = 8cm, R = S5cm

De plus on ne fait pas de différence entre les raies
D, et D, émises par la lampe; on fait cette hypo-
thése dans le but de simplifier les calculs et on pose
alors comme valeur approchée 6, = 2 x 10~ 1*
cm?,
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Fi. 2. Courbes de variations du taux de pompage I' en fonction de la pénétration z dans la cellule. (La formule 57

mentionnée référe i I'article Vanier (1968).)

On a admis les relations suivantes données par
Vanier (1968):

— 10
m =

et Y, = 63 + §(y, — 10)

Y1, NQ; et I’y sont des paramétres dont on fixe les
valeurs pour chaque cas envisagé. Les calculs
numériques ont été faits sur APL/360.

(3) Résultats

(a) Taux de pompage

On a obtenu de nombreuses courbes de varia-
tions dans différents cas. On donne ici un résumé
de résultats significatifs (Fig. 2).

l.CasouP =0

Ce cas est celui des seuils d’oscillations. Les
€qs. 15 et 21 sont alors indépendantes de r. Donc,
dans ce cas, ['(z, r) ne dépend pas de r.

On constate que I'(z) décroit fortement lorsque
le faisceau lumineux s’enfonce dans la cavité.
L’hypothése supposant I'(z) constant dans la

10'° atomes/cm?

cavité est donc peu réaliste. I'(z) décroit d’abord
linéairement, puis exponentiellement. Pour I’y =
2200s7!, v, = 140s™!, P = 0 la zone exponen-
tielle est A peine atteinte; dans tous les autres cas
elle I’est nettement et on voit qu’au fond de la
cavité I'(z) ne dépasse pas quelques centi¢émes de
I,. D’autre part la décroissance est d’autant plus
forte que le taux de retour a I’équilibre Y1 est plus
élevé (comparer les courbes 'y = 2200s™ 1y, =
1405'l P=0etI, =2200s"%,y, =200s"",

= 0).

2 CasouP # 0

Dans ce cas le taux de pompage dépend der par
’intermédiaire du produit K,P Jy? (o, r/R) sin®
(nz/l) uniquement. Pour obtemr I'(z, r) une fois
I, et P fixés, on se fixe r et on détermine I'(z, r)
pour cette valeur de r. On constate que pour r
fixé, la décroissance de I' en fonction de z est
d’autant plus forte que P est grande: on peut
comparer a cet effet les courbes I'y = 1500571,
Y. =140s"1, P=0et I, = 150087}, vy, =
140s™ !, P =700 x 107'' W.

Si maintenant P étant fixé on fait varier r,
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Fi1c. 3. Courbes P = f(I') de variation de la puissance £ en fonction de I'.

comme seul importe le produit P J,2 (o, r/R) et
que d’aprés ce qui vient d’étre vu la décroissance
est d’autant plus forte qu’il est grand, la décrois-
sance sera d’autant plus forte que J,2 (o, r/R)
sera grand. On a donc une modulation trans-
versale du faisceau. C’est sur I’axe de la cavité que
la décroissance de I" en fonction de z est la plus
grande (J, (0) = 1); elle est minimale sur les
cercles nodaux ou J, (o, r/R) = 0.

La variation de I'(z, r) se présente donc comme
une décroissance selon z modulée transversale-
ment et d’autant plus forte que y;, P et nQ, sont
plus grands.

REMARQUE: Si on calcule I'(z) par la formule
[57] de Vanier (1968), formule obtenue en sup-
posant des spectres rectangulaires d’émission et
d’absorption et P = 0, on obtient une décrois-
sance beaucoup plus rapide de I'(z), comme on
peut le voir en comparant les courbes I'y = 1500
s™1, vy, =140s" 1, P = 0, formule [57],et T, =
1500s~ 'y, = 140s™ 1, P = 0.

(b) Puissance fournie par la vapeur

On a tracé sur la Fig. 3 les courbes P = f(I'y)
pour v, = 140 s™!, nQ, = 16 500 et nQ, =
25000, ainsi que la courbe P,,, = g (y,) de la
variation des maxima de P = f (I'y) pour diffé-
rentes valeurs dey, et nQ, = 16 500 (Fig. 4). On
aégalement relevé les seuils d’oscillations (valeurs
minimales et maximales de I, entre lesquelles il y
a oscillations) en fonction de y, pour nQ, fixé

(Fig. 5), et en fonction de nQ, pour vy, fixé
(Fig. 6).

Les courbes P = f(I',) tracées ressemblent &
celles qu’a obtenues Vanier (1968) dans son calcul
théorique, mais les valeurs des puissances ob-
tenues ici sont plus faibles; ainsi 1a ot il obtient

[

a0™"'w

200

1 " s
° 40 80 120

0 200 240 200 320 X
(")
F1G. 4. Courbe P, = g(Y1) de variation des maxima

de P = f(I'y).
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Fi1G. 5. Seuils d’oscillations en fonction de v, (NQ;
fixé).

un maximum de 200 x 107! W, nous obtenons
un maximum de 40 x 1071w,

On note que la puissance est trés sensible 4 la
quantité nQ,. Ainsi P,,,, = 0pourn@, = 13000,
P =41 x 1071 W pour nQ, = 16 500 et
P =146 x 1071 W pour nQ, = 25000.
Toutefois, P,,,, tend vers une limite quand nQ,
augmente indéfiniment. Dans les exemples don-
nés ’augmentation est rapide parce que nos
valeurs de nQ, sont proches de la valeur de nQ,
minimale permettant les oscillations. Ces résultats
sont intéressants dans le cas des masers oll un
ballon de quartz est utilisé et ol nQ,; est réduit
par la présence du quartz (Tessier et Vanier 1971).

La courbe P, = g(y,) est assez proche d’une
parabole, ce qui montre que P, est en gros pro-
portionnel 2 v,2, ou ce qui revient au méme, au
carré de la densité n,.

La plage de valeurs de T, pour lesquellesily a
oscillations s’élargit lorsque vy, (ou le nombre
d’atomes) augmente, et aussi lorsque nQ, aug-
mente.

Dans I’hypothése des raies rectangulaires (voir
remarque en 3a), P, en fonction de y, passe par
un maximum puis s’annule.

CANADIAN JOURNAL OF PHYSICS. VOL. 49, 1971
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FiG. 6. Seuils d’oscillations en fonction de nQ,
(1, fixé).

III. Comparaison avec les résultats
expérimentaux

L’ordre de grandeur de P, est correct. Pour
0, = 30000 Vanier (1968) a mesuré P,,, = 45
x 10711 W. Il est difficile d’avoir une mesure
précise de . Si 'on admet que n = 0.7, ce qui
donne nQ, = 21 000, on peut, en interpolant
d’aprés les courbes de la Fig. 3, dire que la théorie
donne P, = 90 x 10711 W,

Le chevauchement des plages d’oscillations
pour différentes valeurs de v, est en accord avec
I’expérience (voir Vanier 1968 et Bazarov 1969;
il faut noter que les résultats de Vanier (1968):
sont présentés en fonction d’un taux de pompage
I'’ mesuré expérimentalement; lorsque ces résul-
tats sont présentés en fonction de I'y, les courbes
P = f(I',) ont la méme allure que celles données
par Bazarov (1969)).De méme 1’élargissement de
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ces plages lorsque v, augmente est conforme a
I’expérience (Bazarov 1969).

Le fait que les maxima de puissance sont
approximativement proportionnels au carré de
Y, est unrésultat en accord avec les expériences de
Bazarov (1969). Cet accord conduit & rejeter
I’hypothése simplificatrice de raies optiques de

2687

forme rectangulaire qui donne un résultat non
conforme avec ces expériences.

Il est 4 noter que les courbes P = f(I'y) pré-
sentent au voisinage du seuil d’oscillations in-
férieur un point d’inflexion et que ce phénomene
est visible sur les résultats expérimentaux de
Bazarov (1969).

Appendice A

Pour les notations, on est prié de se reporter a ’article de Vanier (1968). On sait que n(z, r) = ny
(Pes + P77 + Pss)- On obtient en additionnant membre & membre les éqs. 15 et 16 de ’article précité

#Y: — 2B Im p;; exp — it

[A1] Peés + P77 + Pgs =

i+ vy

On obtient en résolvant le systéme des éqgs. 13 & 17 du méme article 1’égalité

—BTA(D)

[A2] Im p,5exp —iot = T
z
D’ou
[A3]

T, vz)vl + 4[1 — TBID)JB?

gyl[(g + 72)71 + (- r3)432] + 2p24(0)T

n(z, r) = ng (51_,

3t 'y,) Kg + yz)yl + 4[1 — FB(I‘)]BZ]

Remplagant A(T') et B(I') par leurs expressions selon [19] et [20], on obtient finalement

[A4] n(zr) = ——ifﬂjr"‘; :

(T + v,)p? ]

16
x| 1+ 5 T
Yl(’z’ + 72) (5T? + 13y,T + 8y, + 4% + 9v,T + 8v,%)

Appendice B

On part de
[B1]

I'(z,r) = f ow I,o(v) [exp —o(v) f oz n(z, r) dz] dv

En remplagant I’exponentielle par son développement en série, on obtient

[B2]

0

I(z,7r) = fom 1,6(v) {i [ _O'(V)fon:'(z, r) dz] } N

En renversant I’ordre des symboles j' et I, opération licite car la série converge absolument, on

obtient

[B3]

ren = ﬁ{f R ) ) “”} -3
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ou

(841w, = [ " Iopexp [

soit

[BS] u, =f0°°ﬂoo

n!

Comme
avec ici

soit

et que vy, > Avp,ona
[B5] u, =

soit

R
"= 3 /T2
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2(v

Z2v = Vo) an] o" 1 exp (n+1)[&71,10_) ln2]2

2Av,

x EW < [z dz)" dv

"“Ioo[f: n(z, r)dz]"exp —n+1+3 [2(v = Vo) ln2]2d"

Av,

+o
f exp —a’x?dx = laﬁ

—

414+ p By

(Avp)

_(n+1+ P2 2/In2

Avj,

( 1)"AVD\/1t fz n
nl(n + 1.25) 72 2/ Ta2 100%| |, oon(m ) dz

_1)" z n
AvplooSo ey 125722 /Tn 2 [f , Gonz 1) dz]

On note que I'(0, r) = T’y est indépendant de r et égal &

[B6]
On peut donc écrire
[B7]
ol
[B8]

<
I

Ona B = 4(yo H,/h); donc

Comme par définition

Q.=

mf |H, |2 dV
V.

- AvploeOo/T
o 2\/_]n—2,/1.25

I'(z,r) = Fo(l + nzl v,,)

= ﬁ [ foz con(z, r) dz]'I

Appendice C
2N 2
@ = o [ ey

f |H,]2dV

Ve

[ 1 av
Ve

t =
8n})diss © 1
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P;s étant la puissance dissipée par pertes sur les parois de la cavité, on voit que

[ ey 1%
o [Q)

donc
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